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PROBABILIDAD

Algunos conceptos introductorios:

» Unfendmeno es deterministico si se sabe con toda certeza cudl sera su
comportamiento.

» Un fendmeno es aleatorio cuando no podemos afirmar con certeza cudl sera su
comportamiento.

Por ejemplo: Si lanzamos una piedra al aire, podemos afirmar con certeza que volvera
a caer a la superficie de la tierra, pero no podemos saber con precision el punto en el
cual caera. Asi, la caia es un fendmeno deterministico, mientras que el lugar en el que
se producira dicha caida es aleatorio, ya que existe incertidumbre respecto del punto
preciso en el que caera.

» La estadistica utiliza la probabilidad como herramienta.
» Utilizan cosas similares que las llaman de diferente manera...

Estadistica Probabilidad
Variable de Estudio Variable Aleatoria
Espacio de variabilidad Espacio muestral
Clase Suceso o Evento
Distribucidn de frecuencias Distribucidn tedrica de probabilidad

Ejemplo: Tiro un dado 60 veces. No siempre va a pasar que vaya a caer 10 veces en 1,
10 veces en 2, 10 veces en 3, 10 veces en 4 y asi sucesivamente, pero si ese
experimento lo repito infinitas veces y las promedio se va a acercar mucho a que 10
veces haya caido el 1, 10 veces el 2, 10 veces el 3...

A eso lo voy a poder saber después de realizar infinitas veces el experimento (ex-post).
También podemos saber, conociendo las caracteristicas fisicas del dado, que si lo
tiramos infinitas veces 1/6 de las veces va a caer el 1, 1/6 de las veces va a caerel 2, y
asi sucesivamente.

» Al célculo probabilistico le interesa el comportamiento que van a tener los
distintos eventos que pertenecen al espacio muestral de una determinada
variable aleatoria.
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Definicion de probabilidad.

La primera definicién de probabilidad fue como la posibilidad de ocurrencia de un
evento. El tema fue que esta era una definicidn recursiva.

Por este motivo posteriormente se la definié a la probabilidad como un nimero, que
va del cero al uno y que mide el riesgo de ocurrencia. Ese nUmero me indica el grado
de riesgo que existe acerca de la ocurrencia de un suceso o evento, donde el valor cero
indica imposibilidad de ocurrencia y el numero 1 indica absoluta certeza acerca de la
ocurrencia de ese suceso o evento. Ese numero va a ser siempre un numero Real.

Imposibilidad de ocurrencia - 0

P(SUCESO) =:{_/_/ ______ > qncertidumbre Laplaciana - 0,5

'S Absoluta certeza de ocurrencia > 1

En 0, 1y en la Incertidumbre Laplaciana no hay riesgo. Riesgo es por ejemplo 0,40.

Aclaracion: No se debe pensar al riesgo como algo malo sino como la posibilidad de
ocurrencia de un evento.

Incertidumbre Laplaciana: Cuando ocurre la equiprobabilidad eventual
(la probabilidad de que ocurra cualquier evento) me encuentro en el caso de
incertidumbre Laplaciana. No siempre ocurre en 0,50. Ocurre cuando tengo la misma

distancia para llegar a la imposibilidad que para llegar a la absoluta certeza. Es en el
recorrido medio.



Por ejemplo:

Llueve -
L

No llueve ]

4 eventos - 25%
Incertidumbre

I

A

Laplaciana. :
—

2 Eventos - 50%
Laplaciana.

Pelota roja
Pelota azul
Pelota verde
Pelota amarilla
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Incertidumbre

@& of

-

Tenemos, finalmente, una tercera definicién que plantea que la probabilidad es la
frecuencia relativa, que se le puede dar a priori, es decir, que se espera respecto a la

ocurrencia de un evento.

Formas de Asignacion o Tipos de Probabilidad.

1. Probabilidad Clasica o Laplaciana: Requiere que yo tenga conocimiento
de cuales son todos los sucesos que forman parte del espacio muestral. Por
ejemplo: Lanzamiento de un dado: tengo conocimiento de cuales son todos los

posibles valores.

Sea Q un espacio muestral finito que contiene N eventos (simples o
compuestos), y sea A un evento que puede darse de n maneras distintas, es
decir, que al realizar el experimento hay N resultados posibles de los cuales n
son favorables al evento A. La probabilidad de que ocurra el evento A esta dada

por:

Casos Favorables

P(A) =

Casos Posibles

n
N
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Ejemplo:

Un individuo esta por jugar un juego en el que se lanzan dos dados, gana si el resultado
de la suma de los nimeros obtenidos en ambos dados es 7. La cantidad de resultados
posibles es 36 (estos resultados son igualmente probables). Luego deberiamos
determinar la cantidad de resultados favorables al evento “la suma de los dados sea
7”. Esto puede darse de 6 maneras distintas (1y6,2y5,3y4,4y3,3y2,6y1). Asila
probabilidad de que el apostador gane esta dada por el cociente del nimero de
favorables resultados al suceso, y el nimero de resultados posibles.

P(A) =6/36=1/6 =0,1667
Caracteristicas de este ejemplo:

- Los 36 posibles resultados son mutuamente excluyentes, debido a que no
puede aparecer mas de un par en forma simultanea.
- Loa 36 resultados son igualmente probables.

2. Probabilidad empirica o frecuentista: En muchas situaciones practicas
los posibles resultados de un experimento no son igualmente probables. Por
ejemplo: En una fabrica las posibilidades de observar un articulo defectuoso
normalmente serdn mucho mas bajas que observar un articulo bueno. En este
€aso no es correcto calcular la probabilidad de encontrar un articulo defectuoso
mediante el empleo de la definiciéon clasica.

(Nosotros vamos a utilizar este tipo de probabilidad).

Casos Favorables

P(A) =
(4) Casos Observados

Ejemplo:

Consideremos un control de calidad de una empresa, en el cual se desea saber la
probabilidad de que un artefacto tenga una vida util superior a 1200 hs. Para ello el
departamento de control de calidad separa 500 unidades de la produccién y mide la
vida util de cada unidad. Los resultados los observamos en la siguiente tabla:
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Duracién en hs Frecuencia Absoluta Frecuencia Porcentual
Menos de 800 10 2%
800 a 899 40 8%
900 a 999 55 14%
1000 a 1099 70 11%
1100a 1199 85 17%

500

100%

La probabilidad de que la vida util sea mayor o igual a 1200 hs es:

P(A) = (115 + 84 + 41) / 500 = 0,23 + 0,17 + 0,8 :

3. Probabilidad Subjetiva: Lo que la gente considere razonable para la

probabilidad.

P(A) = Grado razonable de creencias

Ejemplo: al lanzar un nuevo producto al mercado, el gerente de ventas puede
creer que el mismo tendra un 70% de aceptacién en el publico, es decir, que la
probabilidad (subjetiva) de que un individuo acepte el producto es de 0,7.

Eventos o Sucesos

v

Simples

{

Definen una sola caracteristica del
evento. Ocurren cuando solamente
miro un espacio muestral.

v

Compuestos

{

Es un conjunto de eventos simples.
Estoy componiendo espacios
muestrales.

Paginabs
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Un evento simple seria por ejemplo solo observar
el palo de las cartas.

A= Palo de la baraja espafiola de naipes.

Voy a tener 4 eventos: Qa= {Palo, Basto, Espada,
Oro}

#Oa =4

Un evento compuesto seria por ejemplo  « _ _
observar el palo y el nimero de las cartas. Y~
N

A= Palo de la baraja espanola de naipes.

B= Numero que corresponde a la carta de la
baraja espanola de naipes.

Qa= {Palo, Basto, Espada, Oro} #Qa=4

Qe={BeR/1<B<12} #Qs=12

Nomenclatura:

A, B (letras mayusculas) - Eventos

Q =S - Espacio Muestral

P(A) = Probabilidad de ocurrencia del evento A (marginal o simple)

P(A = a) = Probabilidad de que el evento A sea igual al valor a

P(B) = Probabilidad de ocurrencia del evento B (marginal o simple)

P(ANB) = P(AyB) = Probabilidad de ocurrencia conjunta del evento Ay B

P(AUB) = P(AoB) = Probabilidad de ocurrencia de la unidn inclusiva de eventos Ay B
P(AUB) - Probabilidad de ocurrencia de la unién exclusiva de eventos Ay B

P(A | B) = Probabilidad de ocurrencia del evento A dado que ha ocurrido B

Pagina 6
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Particion de un espacio muestral

Son todas aquellas divisiones mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivas
gue se pueden realizar sobre un espacio muestral. Es por este motivo que puedo tener
como maximo tantas particiones como eventos tenga el espacio muestral.

Ejemplo: En la baraja espafiola de naipes cada nimero es la particion minima que
puede tomar el espacio muestral (no puedo dividir ese espacio muestral en 24 partes,
como maximo puedo dividirlo en 12. Cada parte es un numero). Esto es asi porque
tiene que ser colectivamente exhaustiva (es decir, tengo que tener todos los pedacitos
del espacio muestral) y mutuamente excluyente (es decir, no puede haber un pedacito
que corresponda a mas de una particién).

Podria tomar, en vez de 12, 2 particiones, por ejemplo numero par y numero par, pero
en este caso no podria tomar mas de 12 particiones (teniendo en cuenta que es un
evento simple, es decir, estoy trabajando con un solo espacio muestral, y la unidad
minima de analisis, el evento minimo en este espacio muestral es el nUmero de la

carta).

Entonces...

Dos eventos son mutuamente excluyentes cuando esos eventos son particiones de un
mismo espacio muestral. En otras palabras, dos eventos A y B son mutuamente
excluyentes si la ocurrencia de uno implica la no ocurrencia del otro.

Dos eventos son colectivamente exhaustivos cuando en conjunto involucran a la
totalidad del espacio muestral. Es decir, la unién de los conjuntos que los representan

conforman el espacio muestral.

Probabilidad Marginal

La probabilidad marginal es simplemente la probabilidad de ocurrencia de un evento
A, sin pensar en la existencia de otro evento B que suceda de modo simultaneo con A.

Ejemplo: consideremos el lanzamiento de un dado. Podemos definir un evento simple
como A = El resultado sea mayor o igual a dos. La probabilidad marginal de ese evento

serd P(A) =5/6

Diagramas de Venn

Complemento

Ejemplo 1
ESPADA COPA
Al A3
ORO BASTO
A2 A4

Qa={A1, A2, A3, A4}
Complementode A1 > A'1=A2U A3U A4

Realice una particién en “espada y no espada”. También
podria particionar en oro y no oro si quisiese. Pero
puedo realizar como maximo 4 particiones.
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Ejemplo 2

Complemento

N (NnumEROS

A = Numeros impares NATURALES)

A’ =Todo lo que no sea A

Impares

Qa = NUmeros impares

A

N = NUumeros naturales

N-Qa=Q'A= Qé

N-A=A"=A=A

El complemento de un conjunto (A’) es el conjunto de todos los elementos del espacio
muestral que no pertenecen al evento A.

Ejemplo 3

Eventos compuestos:

Si quiero contar la cantidad de
elementos que tiene A o la cantidad
de elementos que tiene B lo que
tengo que hacer simplemente es
sumar (porque en este caso no hay
ningun elemento de A que sea
también de B).

A={1;3;5;7;9}
Entonces por mas que estén

B={2;4,;6;8}

separados los voy a ver como un
AUB={1;2;3;4;5;6;7;8;9} conjunto.
Ejemplo 4

Union inclusiva:

La unién de dos conjuntos (AUB) esta dada
por el conjunto de todos los resultados que
pertenecen al evento A, todo lo que
pertenece a B, y todo lo que perteneceaAy B

Cuando me interesa definir una unién
inclusiva no me interesan los valores
repetidos, entonces los saco del conjunto Ao
del conjunto B (En este ejemplo los saque de
A).

Pagina 8
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Multiplosde2 A={2, 4@, 8,10 ,@}
Maltiplos de 3B = {3 (6) 9,(12), 15

Esos elementos que estan repetidos, es
decir, que pertenecen a Ay a B los quito de
uno de los dos conjuntos para evitar la
doble contabilizacidn:

AUB={2,3,4,6,8,9,10,12,15} AUB

Entonces, si quiero unir dos conjuntos:
AUB=A+B-ANB
En probabilidad:

Unidn Inclusiva — . [N IR VY1) Il VAN

Ejemplo 5

Union Exclusiva:

En este caso solo nos van a interesar los
elementos que pertenecen a A o que
pertenecen a B. Aquellos que pertenezcan
aAyaBalaveznolosvamosa

contabilizar.

En nuestro ejemplo nos va a interesar los

AUB , Cles .
nuimeros multiplos de 2 o los nimeros
\ P(AUB) = P(A) + P(B) — 2P(AyB) | multiplos de 3. No cuento los que son
Y multiplos de 2 y de 3.
Unioén Exclusiva AUB={2,3,4,8,9,10,15}
Ejemplo 6
Interseccidn:

La interseccién de dos conjuntos (ANB)
esta dada por el conjunto de los resultados
que pertenecen tantoa AcomoaB
simultaneamente.

A = Mdltiplos de dos

B = Mudltiplos de tres
(ANB) = (AyB) ={6, 12}

Entonces, la probabilidad conjunta de dos
eventos, Ay B, es simplemente la
probabilidad de que ambos sucedan al
mismo tiempo.




Conclusiones

Qa={A1,A2,A3, .., A}
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1- La cantidad maxima de particiones es igual al valor K. Podria hacer menos

particiones pero no mas.

2- V;j ~ P (Al- N A]-) = 0____, Significa: Para todo par de A sub algo, por ejemplo

A1con As, A4 con As, es decir, para toda

comparacion de a pares, la probabilidad conjunta

entre cualquier particidon A subalgo con cualquier

A1 A2 A3 Aa
As Ae A7 As
A9 A10 A11 A12

A subalgo es Nula. No puede haber ningtin

Son particiones disjuntas que entre
todas forman el espacio muestral.

Si quiero trabajar con las
particiones como si fueran mini
conjuntos se formalizaria asi:

.AiﬂAjl=Q

\-——r——

Me estoy
preguntando
cuantos elementos
en comun tienen
estos dos conjuntos:
¢Como esta
formado el conjunto
qgue incluye
elementos de Aicon
elementos de Aj?

K
3- ﬂAl:@$ AlnAZnA3 ﬂﬂAk=@
i=1

—>

elemento que pueda pertenecer a dos
particiones a la vez. Sino no serian particiones.
Ejemplo: si una carta es par no puede ser impar.

Por ejemplo, si realizo una particion
definida en Par e Impar, es decir, realizo
dos particiones, estas seran
subconjuntos. Un subconjunto tendra
todos los elementos pares y el otro
tendra todos los elementos impares.

Cuando operocon |
conjuntos obtengo :
conjuntos. Poreso la !
respuesta es el :
conjunto vacio. :
I

= P( =0

K
Ap)
i=1

La probabilidad de que

haya elementos que
pertenezcan a mas de un
conjunto es igual a cero.

- Jenife,

Formalizado como una
~ - probabilidad: la

probabilidad de que

ocurran intersecciones.

10
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=1 ___» cuando uno todas las
particiones obtengo
como resultado el
espacio muestral.
Entonces la probabilidad
de la unidn de todas las
particiones va a ser igual
al

Me esta diciendo que
A;

Axiomas de Andrei Kolmogorov

Andrei Kolmogorov definié la medida o funcion de probabilidad mediante una serie de
axiomas.

Dado un espacio muestral Q, lamamos Medida de probabilidad a una funcién P que
tiene como conjunto de salida al espacio muestral (el dominio) y que tiene como
conjunto de llegada a los numeros reales, siendo su imagen los nimeros reales que
pertenecen al intervalo [0,1] si satisface los siguientes axiomas:

A) Si A es un evento cualquiera, entonces P(A) 20

B) P(Q)=1

C) SiA1(1=1,2..)son eventos mutuamente excluyentes entonces:
P(A1U A2U ..) =P(A1) + P(A2) + ...

A partir de esos axiomas se puede llegar a las siguientes conclusiones:

» Conocida la probabilidad de un evento A, se puede conocer su complemento A
mediante la siguiente relacién:
P(A%) =1-P(4)

» La funcion de probabilidad estd incluida en el intervalo real [0;1], es decir:
IKPUA K1

» La probabilidad del evento vacio es nula, es decir
P(©®) =0

» Si Ay B son dos eventos cualesquiera, entonces la probabilidad de su unién es:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

» Si A, By Cson 3 eventos cualesquiera, entonces la probabilidad de su union es:
P(AUBUC) =P(A) +P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)+P(ANBNC)

11
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» Si A estaincluida en B, entonces la probabilidad de A es menor o igual a la
probabilidad de B.

AC B = P(A) < P(B)

» Si A estaincluido en B, entonces la probabilidad de la interseccién de los dos
conjuntos coincide con la probabilidad de A:

ACB=P(ANB)=P(4)

Probabilidad Condicional

e .. [ ] P(A) = 4/12 (Puntos negros)
L
- 8% P(B) = 6/12 (Rayas rosa)

Pleca
Voy a evaluar cudl es la probabilidad P(B | A)
de que ocurra B habiendo ocurrido A [~ P(B I A)
- 2: Ocurre B 1: Habiendo
Y la probabilidad de que ocurra A ] \ ocurrido A }
habiendo ocurrido B. [~ P(A I B) Y

Si me interesa evaluar cual es la

3 / proporcién de ocurrencia de B con
P(BIA) = P(ByAd) 13 _ respecto a A solo me voy a fijar en
(Bl4) = P(A) o (i) T4 esos cuadraditos. No me interesan
12 esos cuadrados que ocurren a la vez
en proporcidn a la totalidad, solo
me interesan en proporcion a A. Por
3 eso el denominador es P(A).
papy =28 _ 12 3
P(B) (ﬁ) 6
12
== == e mm mm e em em = Em Em Em e = e |

(—) Cuando no hay paréntesis por

— =1 convencién es como si estuviera en el
numerador, por eso, ino olvidar poner
4 _ los paréntesis en el denominador!

Pagina 12

N



Capitulo 4 6o II[eETe!

Entonces...
P(AyB)
P(A|B) = ——=— = P(AyB) = P(B) x P(A|B)
\ PE )
| |
Formalizacién Matemética: Tiene Formula: No tiene una
una interpretacién, es una interpretacion directa, no la
conceptualizacion. puedo razonar. Llego a ellaa
partir de la formalizacién
matematica.
(ByA) _
P(B|A) = P(ByA) = P(4) x P(B|A)

T P@A

En el ejemplo que trabajamos:

3 6 3 3 4 3
—=—X=- A —=-—X-
12 12 6 12 12 4

Ejemplo: Calcular la probabilidad de que la suma de los dos dados sea 3,
sabiendo que el resultado del primer dado fue 2.

P(d1+d2=3ﬂd1=2)_

1=

228

Eventos estadisticamente independientes

Dos eventos A y B son estadisticamente independientes si la ocurrencia de uno
no afecta la probabilidad de ocurrencia del otro, es decir que:

P(A|B) = P(A)

Ejemplo:

A: Cara superior de un dado lanzado con cubilete.
B: Calificacion obtenida en la materia.
P(B=7|A=1) = P(B=7)

iCUIDADO!

EVENTOS INDEPENDIENTES # EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES

13
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Regla de Multiplicacion de Probabilidades

Si Ay B son dos eventos estadisticamente independientes, entonces la probabilidad
conjunta es igual al producto de las probabilidades marginales:

P(ANB) = P(A) x P(B)}

Y
P(AyB)
P(A|B) = P(4) = > = P(A) x P(B) = P(AyB)
P(ByA)
P(B|A) = P(B) = T P(B) x P(A) = P(ByA)

Se destaca que la independencia es una relacion simétrica entre eventos, esto quiere
decir que si A es independiente de B entonces B es independiente de A.

Regla de la suma

Si Ay B son dos eventos mutuamente excluyentes, entonces la union de ambos
eventos sera igual a la suma de los eventos simples:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AyB)

_________________________________

Para Eventos mutuamente i
excluyentes la probabilidad de i
que ocurra Ay Bva a serigual a i
cero, ya que no pueden sucedera |
la vez. i

|

|

Entonces...

P(AUB) = P(A) + P(B)

14
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Teorema de la probabilidad total

Tenemos 2 eventos. Ay B.

Vamos a realizar particiones, es decir,
subconjuntos del espacio muestral que
no comparten elementos

Particiones:

AL— B’ = Tiene una parte donde no esta B

B = Tiene una parte donde esta B

A2< B’ = Tiene una parte donde no esta B

B = Tiene una parte donde esta B

A3< B’ = Tiene una parte donde no esta B

B - Tiene una parte donde esta B

Las partes donde no estd B no me interesa analizarlas, solo me interesa donde esta B.
A, — B — P(A;) X P(B|A;) =P(BNA,)
A, - B — P(A,) X P(B|A,) =P(BNA,)
A; — B — P(A3) X P(B|A;) = P(B N A3)

Pagina 15
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P(BNA,)
P(B|A)) = ——=
Y P(AD
¢Qué significa esto? Esto muestra que a :
P(B|4,) = P(BN4y) mi me interesa estudiar la proporcion |
P(Az) que ocupa B con respecto a cada 1
particidon y no con respecto al total. :
P(B N A3)
P(B|A;) = —
Y P(4s)

Asi llego al

: Si sumo esas tres particiones
| voy a obtener la probabilidad

1
|
| Teorema de la
1
|
1
1

| de B. probabilidad total.
________________ :
: La probabilidad marginal o "
1 simple de un evento es la :
: suma de las probabilidades |
I conjuntas. :
L .
P(BNA,)+P(BNAy)+P(BnA3)=P(B) Es lo mismo
escrito de
P(B) = P(B|A1) X P(A1) + P(B|Az) x P(Az) + P(B|A3) X P(A3) [ distintas
formas

Teorema de la probabilidad total: La probabilidad marginal de ocurrencia de un
evento es igual a la suma del producto (multiplicacion) de las probabilidades
marginales de los eventos condicionantes por las probabilidades condicionales de
ocurrencia del evento a estudiar dadas las ocurrencias de sus respectivas particiones.

Pagina 16



Capitulo 4 6o II[eETe!

Sumo
) multiplicaciones
Cantidad de .
particiones H

- n

n

\

(P(B)= ) P(B|A) X P(Ag)
R =X B 'x

(4

-

v
% ; Probabilidad
Probabilidad » marginal de la
Marginal o Probabilidad particion del
simple de un Condicional evento
evento a estudiar condicionante

En otras palabras: La probabilidad marginal de que ocurra B es igual a la suma de las
probabilidades conjuntas entre B y cada una de las particiones del evento
condicionante:

A partir de esta
formalizacién
surge la férmula
de arriba

P(B)= ) P(BnNAg)
KZ ¢

Teorema de Bayes

Ejemplo:
Qs ={B1,B2,B3}
P(A) = P(ANB1) + P(ANB2) + P(ANB3) =

= P(A|B1) x P(B1) + P(A|B2) x P(B2) + P(A|B3) x P(B3)

3
P(A) = ) P(AIBL) X P(By) [> probabilidad
K=1 Total

Por otro lado...

PXNY) Probabilidad

P(X|Y) =
P(Y) Condicional

17
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Bayes utiliza esa estructura para desarrollar su teorema:

Probabilidad conjunta

P(A|B) X P(B;) ' P(ANB)
P(B14) = S s p o = — i

Y P(AIBg) X P(By),  P(A)

__________ fm————————
1
1

|
\

Probabilidad Total

Arbol de Probabilidad

P(B2)
{ﬂ\ P(B1) x P(B1|A2)
P(B2) ~~ P(B2) x P(B2|A2)

PBL__ p(B1) x P(B1|A3)

X P(B1) x P(B1|A1)
Q S
P(B2) x P(B2|A1)

yo)
8

P(B2) x P(B2|A3)

/
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