(=T N(VI[XM Distribuciones de Probabilidad

Introduccion

Funcion generatriz de momentos:

La funcién generatriz de momentos es una funcidn que me permite calcular los
distintos momentos absolutos de orden N. De esta forma podremos calcular la
esperanza y la varianza de las distintas distribuciones de probabilidad.

Y v

FGM es una funcién Esigualala

de la variable auxiliar t esperanza de e
elevado al
producto de x
por t

Ahora bien, vamos a tener una funcidn generatriz de momentos para variables
aleatorias continuas y otra para variables aleatorias discretas.

FGM para Variables aleatorias continuas:
+ 00
j eXixt x f(x) dx
—o00

FGM para Variables aleatorias discretas:

n
E eXiXt x P(x;)
: |
=1 ~ —» Valores que puede
tomar la variable
aleatoria

iRecordatorio!

Cuando hablamos de momentos nos referimos a promedios de
cosas Yy, como lo vimos cuando estudiamos la media aritmética,
los promedios pueden calcularse de dos formas distintas:
trabajando con los datos de manera agrupada o de manera
desagrupada. Cuando trabajabamos los datos de manera

agrupada multiplicdbamos a cada clase con su frecuencia relativa
simple y es justamente eso lo que estamos haciendo en esta
sumatoria, solo que en lugar de trabajar con frecuencias relativas
trabajamos con probabilidades de ocurrencia (la probabilidad de
gue ocurra cada valor que puede tomar la variable aleatoria).
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Volviendo al ejemplo de las monedas visto en el capitulo anterior:

Xi | P(xi)

0 0.25

1 0.50

2 0.25

2
Z XXt x P(x;) = €9t x P(0) + et x P(1) + e x P(2)
i=0

e x 0,25 + et x 0,50 + e?t x 0,25

L Todo numero

elevadoalaOes
igualal

A partir de la funcién generatriz de momentos vamos a poder calcular los momentos
absolutos de cualquier orden de la siguiente manera:
No es una Es decir, voy a derivar
potencia, es el f un numero de veces
f' orden de derivada igual al numero de

orden del momento

_ 6"0x (t) absoluto.

_______

- |
M to ab t Lo evaluamos
omento absoluto ;
Me dice en en cero

de orden K funcién de que
tengo que derivar

Si yo quiero calcular el momento absoluto de orden 1 voy a tener que hacer la
primer derivada de t cuando t es igual a cero.

0'0,(D

iRecordatorio!

Cuando calculamos el momento absoluto de orden 1
lo que estamos calculando es la media que,
aritméticamente, es lo mismo que la Esperanza.

Entonces..

Mx = E(x) = M1
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Siguiendo esta misma ldgica, para calcular el momento absoluto de orden 2 voy a
tener que hacer la segunda derivada de t cuando t es igual a cero.

2"0,(t)
My =—7%7" lt = 0

Ahora bien, antes de seguir analicemos un poco la varianza:

Como vimos la varianza, al igual que la media, puede ser calculada teniendo tanto los
datos agrupados como desagrupados.

N
(x- - ﬂX)Z Varianza para datos
VAR(X) = ZLT agrupados.
i=1

Varianza para datos

N
VAR(X) = Z(xi - .UX)Z X fr(xi) desagrupados.
i=1

Vamos a realizar todo un desarrollo sobre la varianza para datos desagrupados, pero
con la diferencia de que, como dijimos, estamos trabajando con probabilidades,
entonces en lugar de multiplicar las observaciones con respecto a la media al cuadrado
por la frecuencia relativa simple, las multiplicaremos por su probabilidad de
ocurrencia:

N
VARCO = ) (= 1x)? X P@)
i=1

Partiendo de aca vamos a descomponer el binomio al cuadrado (lo resaltado con gris),
entonces:

VARCO) = ) (% = 2ttty = 1,%) X PG

Binomio al cuadrado:

(a+b)? =a%+2ab + b?

(a—b)? =a%?—2ab+ b?




[T N(YM Distribuciones de Probabilidad

Ahora vamos a realizar distributiva para poder separar los términos en distintos

sumandos: /\

VAR(X) = (x? = 2xpy — p1x?) X P(x)

DN =

VAR(X) = Z x p(x) 2 2k + Z 1P

‘.________ ______

i an rin)

Analizaremos ahora cada uno de los términos:

2 Lo que tenemos en este
D () Loetene

primer termino es un
momento absoluto de
orden 2.

1
I
/

PN
[T

Recordemos que un momento absoluto de orden
K lo podiamos expresar de la siguiente manera:
Que es lo mismo que multiplicar a cada
Xl-k observacion por su frecuencia relativa
T simple (en este caso su probabilidad de
=1 ocurrencia)

‘______________\'I'_____________
1
<
N

1
]

E Z qu p(x) Tanto 2 como px son
x

constantes que las
vamos a sacar por
fuera de la sumatoria.

2 T Ap(X), = 20y = 21,7

f /

Siguiendo el mismo Mom;nto
razonamiento, lo que Absoluto
tenemos aca es un momento de orden 1
absoluto de orden uno, que al
es igual a la media cuadrado
aritmética.

Y |
[
i
N
e
N
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2 _ Enun principio
X) =
Iﬁ&: :Mx p( ) volvemos a repetir el

mismo paso sacando
la constante (ux) por
fuera de la sumatoria

o — * Momento
Por la ley de cierre Absoluto
sabemos que la suma de orden 1
de las probabilidades al
esigualal cuadrado

=
x
N
=
—~
&
-
=
x
N
________________\'l'_________________
[
S
p—
N

Ahora reemplazamos en nuestra ecuacion original lo que obtuvimos como conclusién
en cada termino y obtenemos:

VAR(X) = M, — 2M,* + M,
VAR(X) = M, — M,

Conclusiones:

o E(X)=pux =M,

e VAR(X) = 0% =E(x?) —[E(x)]> =M, — M,>
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Distribuciones tedricas de probabilidad

Distribucion de Bernoulli

Experimento de Bernoulli

El experimento de Bernoulli se trata de un experimento dicotémico, es decir, de un
experimento que tiene dos posibles resultados: Exito o No éxito (Fracaso).

Por ejemplo: Se realiza el experimento de lanzar un dado de colores. Si al tirar el dado
la cara superior que sale es la cara azul entonces lo consideraremos un éxito pero, si
por lo contrario, sale cualquier otra cara que no sea la azul, lo consideraremos un
fracaso.

Cara superior

azul: Exito

P = Probabilidad de éxito.

Q = (1-P) = Probabilidad de fracaso.

W = {Azul, rojo, amarillo, violeta, verde,
blanco}

Exito > Azul > P=1/6

Fracaso - No Azul > Q= (1-P) 5/6

iRecordatorio!

Cara superior
roja, amarilla,
violeta, verde,
o blanco:
Fracaso

Las particiones realizadas sobre un mismo espacio
muestral son mutuamente excluyentes y
colectivamente exhaustivas, por lo tanto, la suma de las
probabilidades de todas ellas me va a dar siempre 1. Es
por este motivo que podemos calcular a la probabilidad

de fracaso como 1 menos la probabilidad de éxito. (1-P)

P+(1-P)=1
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Variable aleatoria de Bernoulli:

No debemos confundir el experimento de Bernoulli con la variable aleatoria Bernoulli:
esta ultima es aquella funcidn que convierte a cada una de las clases en un numero
real. En nuestro ejemplo del cubo podriamos decir que a partir de ahora no nos
importa el color en si que sale, sino el numero real que lo representa.

Variable aleatoria Bernoulli Qw = { Exito, Fracaso }
X(Exito)=1>P(x=1) =P
X(Fracaso)=0>P(x=0)=1-P=Q

Para comprobar esto matematicamente presentaremos a la funcién de Bernoulliy la
evaluaremosen Oy 1.

funcion de Bernoulli:
P(X) = P*(1—-P)1*
Evaluamos la funcién de Bernoullien x=0yenx=1
P(0)=P°(1—-P)'"°=11-P)=1-P=P(x=0)
P =P 1-P)"1=P1=P=P(x=1)
Tal y como dijimos antes:
P+(1-P)=1

Ahora, utilizando la funcién generatriz de momentos vista anteriormente, vamos a
calcular la esperanza y la varianza de Bernoulli.

Partimos entonces de la funcién generatriz de momentos (FGM):
— xt
Ox(t) = E(e™)

La distribucién de Bernoulli es una distribucion de probabilidad discreta, por lo tanto
la esperanza de “e” la calcularemos de la siguiente manera:

1
z ext x P(x) = €% x P(0) + elt x P(1) =

x=0

e XP°(1-P)" %+ e xP'(1-P)" "=

Reemplace en P(0) y en P(1) la funcién de Bernoulli
valuada en 0y en 1 respectivamente
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Realizo las cuentas eOt X (1 — P) + elt X P

para ordenar un mmm——= - o
oco -~ RN
P C(@A=P)+e'P o
S~ -7 * FGM para una
T variable aleatoria
Bernoulli.

Una vez obtenida la funcion generatriz de momentos para una variable aleatoria
Bernoulli la derivamos para poder encontrar la media y la varianza:

9%0,.(t)

0,(t) = (1—P)+ etp- - »Lloduevoya

derivar
Es una
constante @

l_ _k - - by
9'(1—P) +etP- v etp|
—_— — e _
! -‘__at_, l__'__lt 0
Me indica que Resultado de
derivar

derivamos en
funcién de t

@ Explicacidn de la derivada:

Por empezar tenemos una multiplicacién entre una constante (P) y una funcién (et),
por lo tanto, por regla de derivacion, el resultado de derivar eso sera la constante por
la funcién derivada. Ahora bien, sabemos que la derivada de e es et pero acé le
dejamos el paso a paso:

f&x) =e”
Inf(x) =x Ine
Inf(x) =x
(Inf(x))' =«

1
ol =1
f1e) = f(x)
fl(x) =e”
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t
e'Ple =
Evaluamos la derivada en t=0 y obtenemos que

e'P =P

Ahora procederemos a encontrar el Momento Absoluto de orden 2 ya que, como
vimos mas arriba, lo necesitamos para la conformacion de la varianza:

_93"'(1-P)+e'P
2 ot -

_0[(@1—P) +e'P] _

Una vez obtenidos M1y M2 reemplazamos esos datos en las conclusiones que
obtuvimos mas arriba sobre la varianza y la esperanza:

{
Significa: La Esperanza de la variable
aleatoria X que sigue una distribucion
de Bernoulli

VAR(X - Be(P)) =M, —M? =P — P% =

_________________ 1
|

Significa: La Varianza de la variable
aleatoria X que sigue una distribucion Simplemente saco
de Bernoulli factor comun

No debemos confundir:

P(x;) # P% x (1— P)™%
1 o

1 S

- ™ Probabilidad de
Probabilidad de que éxito de la
la variable tome distribucién de
determinado valor Bernoulli
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Conclusiones:

Una primera diferencia que vamos a encontrar entre las
distribuciones de probabilidad son los distintos valores que
puede tomar la Variable Aleatoria: Por ejemplo, en la
distribucion de Bernoulli solo puede tomar los valores 0 o
1.

Distribucion Uniforme

La distribucion uniforme presenta equiprobabilidad para todo x € A. Es decir, le asigna
la misma probabilidad de ocurrencia a cada elemento resultante de aplicarle la funcion
variable aleatoria.

X: Q- A :>X(Wi)=x

Distribucion Binomial

Para poder explicar la distribucidon binomial primero vamos a introducir un concepto
denominado Proceso de Bernoulli. Un proceso de Bernoulli es una repeticién de n
veces de un experimento de Bernoulli, sin embargo, debe aclararse que no toda
repeticion de n veces es un proceso de Bernoulli.

Para que esas repeticiones sean consideradas un proceso de Bernoulli deben cumplir
con ciertas caracteristicas:

1) Las probabilidades de ocurrencia deben ser independientes una de las otras
2) Las probabilidades de éxito se deben mantener constantes

/Sinos detenemos a observar bien ambas condiciones estdn relacionadas entre si: Si las
variables aleatorias son independientes entre si en consecuencia las probabilidades de
éxito se van a mantener constante, y si las probabilidades de éxito se mantienen
constantes va a ser porque las variables son independientes una de las otras.

Ahora bien, ¢Cudando puede suceder que se mantengan constantes las probabilidades
de éxito?

1- Cuando N, el tamafo poblacional, es infinito.
0]
2- Cuando N es finita pero hay reposicion de elementos
0]
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3- Cuando N es muy grande, tal que, sin haber reposicion de elementos, la
cantidad de veces que se repita el experimento (n) sea de una proporcién

menor al 5% de N.% < 0,05

Volviendo a nuestro ejemplo del dado de colores, si realizo 5 veces el experimento de
Bernoulli, la probabilidad de que salga el color azul va a ser 1/6 en cada una de las
repeticiones del experimento, es decir, la probabilidad de éxito se va a mantener
constante.

Dicho esto, podemos definir a la distribucién Binomial como aquella distribucién que
es generada por un proceso de Bernoulli.

Ejemplo:
Se lanzan 5 dados. ‘\:‘ "\:‘ '\‘;‘ “-:‘ "‘-:‘

X es una variable aleatoria que indica con 1 si el resultado de lanzar el dadoes 102y
se desea saber cual es la probabilidad de que 3 dados caiganen 1 0 en 2.

X=3 (Sumo los resultados de las variables aleatorias individuales, de cada dado)
Exito: En cada dado sale 1 0 2

Fracaso: En cada dado no sale ni 1 ni 2.

n=5

Una forma errénea de resolver esto seria suponer que P x P x P x Q x Q es la Unica
opcion, ya que es una de las 10 posibles combinaciones.

PxPxPxQxQ
PxPxQxPxQ
PxPxQxQxP
PxQxPxPxQ

Por lo tanto
PxQxQxPxP 10 Posibles quiero que de
QxPxPxPxQ combinaciones fracaso 2 veces
QxQxPxPxP para que X=3 sabiendo que
QxPxQxPxP soni.le?s
; repeticiones
QxPxPxQxP Quiero que
de éxito 3
PxQxPxQxP Dos posibles veces
resultados para
tener éxito
Entonces...

Forma incorrecta de calcularlo: PxPxPxQx Q= (—) X (E)
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PxPxPxQxQ=PXx Q"X
\_YQ_;

¢Qué significa esto? Es el producto de la probabilidad de éxito, elevado a la
cantidad de éxitos que quiero tener, por la probabilidad de fracaso elevado a la
cantidad de repeticiones del experimento de Bernoulli menos la cantidad de
veces que quiero tener éxito (“la cantidad de fracasos que quiero”)

N3 4\5-3
Forma correcta de calcularlo: 10PxPxPxQx Q=10 X (g) X (—)

Formalizacion:

P(X=3|n=5,P=1/3)=(2) x P*x Q"™

(n! ) X P* x Q"*

x!'(n—x)!

Asi obtengo la cantidad de
posibilidades distintas obtener
Por ejemplo, 3 eéxitos en 5 repeticiones

También podria expresarlo asi:
n —
( )xPax(l—P)" a
a

Esa es la formula de la distribucién Binomial.

5! 120 120

= = =1
3'x2! 6x2 12 0

10 ()3 (2)2 oxLx?
— — — X — X —
*\3) *\3 27779

A partir de la esperanza y la varianza de Bernoulli puedo encontrar la esperanzay la
varianza de la distribucion binomial:
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Esperanza:
Variables Aleatorias de Bernoulli
\
EéX1 + X+ X3+ X+ 4+ X)) =EMmX) =nXEX)
E(X>Be(P))=P = E(X>Bi)=nxP
Varianza:

VAR(X~Bi) = VAR(Xy + Xo + X35+ Xo+ -+ Xp)

VAR(X~Bi) =n x VAR(X) =n X P x Q

Distribucion hipergeométrica

La distribucion hipergeométrica es una repeticién de n experimentos de Bernoulli.
Estos experimentos van a tener caracteristicas completamente contrarias a las que
requerian los experimentos realizados en una distribucién binomial: se van a realizar
sobre una poblacidn finita (N), los elementos se evaluaran sin reposicion, y la
cantidad de repeticiones sobre la poblacién va a ser mayor a 0,05 % > 0,05.

Notese que, debido a sus caracteristicas, hablamos de repeticiones de experimentos y
no de procesos de Bernoulli.

T . .z .. n . .
Que el analisis se realice sobre una poblacién finita, con v > 0,05, y sin realizar

reposicidn de elementos, significara que las probabilidades de ocurrencia no se van a
mantener constantes.

Por ejemplo:

Ag
2
2

En un cumpleafios se puso sobre la mesa un plato con 9
porciones de torta de dos sabores distintos, 5 de ellas
eran de chocolate y 4 de frutilla. Como no me podia
decidir le pedi a una amiga que me vende los ojos para
que de esa forma pudiera elegir una porcion al azar. 4
{ /
En un principio las probabilidades de que’ Y,
agarrara una porcion de chocolate era dé (‘:
5/9, asi como las probabilidades de que&:\é /
agarrara una porcion de frutilla era 4/9. \ 4

\
\

2
2
22

A

Resulta que la primera porcion, elegida al azar, fue de chocolate. Como la

torta estaba muy rica decidi volver a realizar este experimento pero, =OE! 5
teniendo en cuenta que una de las porciones de chocolate ya me la comi en

el experimento anterior, las probabilidades ahora van a ser distintas: ———
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Ahora solo quedan 8 porciones de las cuales 4 son
de chocolates y 4 de frutilla. Por lo tanto la
probabilidad de que agarre una porcidn de
chocolate va a ser igual a 4/8 y la probabilidad de
que agarre una porcion de frutilla también sera 4/8.

Wy

Como podemos observar las probabilidades
cambiaron: a esto nos referimos al decir que las
probabilidades no se mantienen constantes.

W Yy
Wy

Formalizacion:

N—-M M
P(X:xlN’M’n): n—x)x(X)

N
G)
M\ : Cantidad de éxitos conocidos de la poblacion (algunos libros lo
nomenclanconTo S)

N : Poblacion

n : Cantidad de repeticiones sin reposicion de elementos. (Por lo tanto
nuncavan a poder ser mayor que el tamano de la poblacién)

X :Variable Aleatoria Hipergeometrica

X :Valor puede tomar la variable aleatoria

Como puede verse en el recuadro, para calcular la probabilidad vamos a utilizar una
construccion de niumeros combinatorios:

O ST (N = 5)!
P(X=X)= x(1\1,1)—x :x!(S—x)! (Tl—lﬁ\cl)!!(N—S—n-l-X)!

S
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iA no entrar en Panico!
Expliquemos parte por parte lo que esta formula significa:

En un primer lugar podemos diferenciar con dos colores todo lo que sea poblacional
(marcado con rojo) de todo lo que sea muestral (marcado con azul).

- - » Poblacional

- - Muestral

- - Poblacional
- - % Muestral

Por otro lado podemos analizar que es lo que representa cada numero combinatorio,

cada paréntesis: . .
P Si tanto a la poblacién como a la

Recordando lo que significa Sy x ¥ muestra le restamos la cantidad de
/ .

podemos observar que acd vamos ,/ €xitos lo que nos va a quedar es la

a poner todo lo que sea éxito. ) cantidad de fracasos. Entonces,

aca vamos a poner todo lo que sea

)(N S)‘ fracaso.

- 7N}
( 1
///\ ;rl, /
A
Cantidad de elementos

poblacionales y muestrales

PX =x) =

Lo que hacemos posteriormente es desarrollar matematicamente esta férmula, pero
su significado sigue siendo el mismo, analicemos primero el numerador:

Es la cantidad de formas distintas en que pueden
seleccionarse x éxitos en la muestra de un total
de S éxitos contenidos en la poblacion

(N = S)!
n—x)I(N—-S—n+x)!

Es la cantidad de formas distintas en que pueden
seleccionarse n-x fracasos en la muestra de un total
de N - S fracasos contenidos en la poblacion
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En cuanto al denominador:

S! (N —95)!
OO0 TE—0 - (N=5 —n+ o

PX=x)= = =
©

Es el numero total de muestras de tamaiio n que
pueden obtenerse en una poblacion de tamaiio N

Realicemos un ejemplo para entenderlo mejor:

Una empresa recibe un envio de 20 articulos. Como es caro inspeccionarlos todos,
tiene la politica de comprobar una muestra aleatoria de 6 articulos de ese envio y, si
no hay mas de 1 articulo defectuoso en la muestra, no comprueba el resto. ¢Cual es la
probabilidad de que un envio de 5 articulos defectuosos no se someta a una
comprobacién adicional?

Primero identifiquemos los datos que me da el enunciado:

Por un lado, la totalidad de articulos que la empresa recibe en el envio es 20, por lo
tanto esa va a ser mi poblacién.

N =20

Por otro lado, la empresa declara que de esos 20 articulos solo inspecciona una
muestra aleatoria de 6.

n==6

Al realizar el control de calidad, lo que la empresa esta buscando es poder identificar a
los articulos defectuosos, por lo tanto se “articulo defectuoso” con “éxito”.

[(F4

Aclaracion: “éxito” y “fracaso” no deben ser vistos como algo bueno o algo malo, sino
como una simple asignacion de la variable aleatoria para poder operar
matematicamente y aplicarle medidas de resumen a variables que en un principio eran
cualitativas. Es por esto, que si bien intuitivamente podriamos pensar que se le
asignaria “fracaso” a un articulo defectuoso porque es una “mala noticia”, le
asignaremos “éxito” porque a la empresa no le interesa identificar a los articulos no
defectuosos, sino a aquellos que si lo estan, para no aceptarlos cuando envian la

compra.

Ademads, el enunciado también me dice que en uno de los envios de 20 articulos se
sabe que 5 son defectuosos, es decir, que son 5 la cantidad de éxitos conocidos de esa
poblacién de 20.

S=5

16
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Ahora bien, supongamos que estos articulos del que habla el enunciado son
computadoras. Para realizar el control de calidad esta empresa va a tomar 1 muestra
de 6 computadoras al azar de una poblaciéon de 20 computadoras:

Muestra a

Muestra b

Muestra c

(Las cruces indican las computadoras con defectos que, en realidad no conocemos cuales son)

La muestra a, b y c son ejemplos de las muchas posibilidades de conformacién de una
muestra hay, dado el tamafo poblacional y el tamafio muestral. Dependiendo cual sea
la muestra tomada puede ocurrir que en la misma haya 0, 1, 2, 3,40 hasta 5
computadoras defectuosas.

Ya sea que la empresa extrae las 6 computadoras al mismo tiempo, o las va extrayendo
una a una no va a cambiar a nuestro andlisis en si, pero nosotros vamos a extraer una a
una para poder ver que va ocurriendo paso a paso.

En un principio, la probabilidad de que extraiga una computadora defectuosa de la
totalidad de 20 computadoras (Poblacidn), es decir, la probabilidad de éxito va a ser
5/20. Mientras que la probabilidad de que extraiga una computadora no defectuosa
de la poblacidn, en otras palabras, la probabilidad de fracaso va a ser 15/20.

JI95T5
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J detecta que la computadora no esta defectuosa.

<
&
&

Primer computadora extraida. Se realizan los respectivos controles y se

Como dijimos, en la distribucion hipergeométrica realizamos el analisis sobre una
poblacién finita y sin reposicion de elementos, lo que significa que no volveremos a
meter la computadora analizada dentro de la poblacidn nuevamente, por lo cual
nuestra poblacidn ahora se vera reducida a 19 computadoras. Si nos ponemos a
pensar, esto tiene sentido en este tipo de analisis, ya que si repusiéramos la
computadora en la poblacidn correriamos el riesgo de realizar el control de calidad dos
veces sobre el mismo articulo.

No solo debemos tener en cuenta que la poblacién disminuye, sino que también se
debe tener en cuenta que la computadora extraida anteriormente fue no defectuosa,
por lo tanto solo nos quedaran 19 computadoras, de las cuales 14 no estdn
defectuosas y 5 si. A raiz de esto nuestras probabilidades van a cambiar: La
probabilidad de extraer una computadora defectuosa va a ser 5/19 mientras que la
probabilidad de extraer una computadora no defectuosa sera 14/19.
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JITHFT

Segunda computadora extraida. Se realizan los respectivos controles y
se detecta que la computadora esta defectuosa.

En correlacidn con lo que paso al extraerse la primer computadora las probabilidades
van a volver cambiar antes de realizar la préxima extraccion: solo 4, del total de 18
computadoras que quedan, son defectuosas, mientras que 14 son no defectuosas.
Entonces mi probabilidad de éxito va a ser 4/18 mientras que mi probabilidad de
fracaso sera 14/18.

Este mismo procedimiento se va a repetir 4 veces mas, para extraer las 6
computadoras que completaran la muestra sometida al control de calidad:

g8 I
JI987

I I&F
I J

Una vez extraidas y analizadas las 6 computadoras una posible muestra podria ser:

JILIII97
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Tal y como decia el enunciado: si no hay mas de 1 articulo defectuoso en la muestra,
no se comprueba el resto. Por lo tanto en este caso, con esta muestra extraida al azar,
la empresa no analizaria el resto de las computadoras, pero jcuidado!, esta no es la
unica muestra posible que cumple las condiciones sefialadas para que no se analicen
el resto de los articulos.

Ejemplos de otras posibles muestras:

SNy Y

Muestra

98997

STy

Cuando la consigna nos pregunta “éCual es la probabilidad de que un envio de 5
articulos defectuosos no se someta a una comprobacion adicional?” Nos esta
preguntando sobre todas las posibles muestras en las que haya 0 o 1 computadora
defectuosa, eso es lo que calculamos con la construccidn de nimeros combinatorios
que vimos.

] G

P(X=.X)— T

Para que no se verifiquen el resto de las computadoras, la muestra debe tener cero
éxitos (0sea cero articulos defectuosos) o un solo éxito (un solo articulo defectuoso),
por lo tanto necesitamos conocer:
P(X=0) |

- P(envio aceptado) = P(X=0) + P(X=1)
P(X=1) '

Recordando que en nuestro ejemploS=5, N =20y n =6 resolvemos el ejercicio
reemplazando:

oo s 5. (20 — 5)!
O Q) 0G=01*6=-001(20-5-6+0)
G 20!

61 (20 — 6)!

PX=x)=

=0,129
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O OF)  TE-D*TTror—2
Dhe) _ Q) TG-D1“(6-DI(20-5-6+ D!
O 20

61 (20 — 6)!

PX=x)=

= 0,387

P(Envio aceptado) = 0,129 + 0,387 = 0,516

La probabilidad de que no se siga comprobando el envio de 20 articulos es 0,516,

Esta tasa de error es alta, e indica
gue es necesario mejorar el proceso.

Distribucion de Poisson

La distribucion de Poisson, también denominada la “ley de casos raros”, la utilizaremos
cada vez que se tenga un espacio continuo de tiempo o un cuerpo denso.

Se puede utilizar la distribucion de Poisson para determinar la probabilidad de que
ocurra un determinado numero de eventos en dicho lapso de tiempo o en algun punto
de dicho cuerpo denso, como podria ser una superficie. La distribucién de Poisson
también son repeticiones de eventos de Bernoulli independientes entre si.

El Unico pardmetro que se necesita determinar en Poisson es el numero promedio de
eventos ocurridos en dicho lapso de tiempo o en la dimension de dicho cuerpo.

Formalizacion: ilmportante!

Parametro: A. Es el numero promedio de Poisson supone que existe

eventos ocurridos en un lapso de tiempo proporcionalidad de ocurrencia
de eventos en distintos

0 &AZ X xe? espacios temporales.

PX=x]2) =~

ropa entran 20 clientes por
hora, voy a suponer que en
media hora entran 10.

R/ B l Por ejemplo, si en un local de

Por convencién 0! =1

Si bien Poisson generalmente es utilizado en casos en los que se tiene espacios
continuos de tiempo, un ejemplo en el que aplicdramos Poisson sobre una superficie
podria ser una extension de cafieria muy grande, de la que se quiere conocer cual es la
probabilidad de que se encuentren puntos de fuga.

Varianza y Esperanza de Poisson:
E(X~Po) = 2

VAR(X~Po) = A
21


LENOVO
Resaltado
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Ejemplo:

Un departamento de reparaciéon de maquinaria recibe un promedio de 10 solicitudes
de servicio por hora. ¢ Cudl es la probabilidad de que en media hora (seleccionada al
azar) se reciban exactamente 3 solicitudes?

P(X=3|1=5 Sxem Sxew 1 125 ! 0,1404
= = = = = — X X — =
\_Y_)) 3! 6 6 e>

10 en una hora son
5 en media hora

Hasta este momento estuvimos calculando
probabilidades puntuales, que solo pueden ser
calculadas cuando trabajamos con variables
aleatorias discretas.

Ahora le prestaremos especial atencidn a las Variables
Aleatorias Continuas.

Distribucion Normal

La distribuciéon normal puede ser utilizada con variables aleatorias continuas.

Funcion de densidad de la distribucion normal:

—(x=pw)?
e 207 para — oo < x < +00

2mo?

(No hay forma analitica de integrar esa férmula)
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Formalizacion:

Si una variable aleatoria sigue una distribucion normal van a
haber dos parametros que van a definir el comportamiento
de esa distribucion:

1) Su media (p)

2) Su desvi6 estandar (o)

X~N(p; o)

Esos pardmetros me indican dos cosas:

1) Cual es la forma que tiene la distribucién normal (me lo indica el desvid)
2) Cual es el centro que tiene la distribucién normal (me lo indica la media)

Ejemplos:

a b Si cambia la media se va a
generar un
desplazamiento de la
distribucion.

Este ejemplo se trata de
dos distribuciones
distintas, que tienen el
mismo desvio, pero
distinta media.

Si cambia el desvio se
genera un cambio en la
b forma de la distribucion.

a Este ejemplo se trata de
dos distribuciones
distintas, que tienen la
misma media, pero

= distinto desvio.
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e Sjel desvio es muy grande voy a tener muy poca acumulacion centrada con
respecto a la media, entonces voy a tener que trabajar con intervalos mas
largos, mas grandes.

e Sipor lo contrario el desvio es chico, la acumulacién de probabilidad va a
requerir intervalos mas cortos.

e Sin importar el tamafio del desvio, si voy desde el limite inferior del dominio
hasta el limite superior del dominio, siempre acumulo 1.

e Varianza de una distribucién Normal: VAR(X) = E(X — p)? = ¢2

Funcién de distribucion acumulada de la distribucion normal:

A la hora de analizar la funcidn de distribucién acumulada de la distribucién normal
debemos preguntarnos como tenemos que hacer para saber cual es la probabilidad de
gue una determinada variable que sigue una distribucidn normal acumule, por
ejemplo, un 60% o 40% de probabilidad.

Para obtener eso voy a tener que integrar la funcién de densidad vista mas arriba:

1(x—p
X~N(u; 0)=>P(X<bh)= f_”oowlﬁ (=t

= F(X <b)
Esta va a ser la funcidon de acumulacion hasta un determinado valor de x.

La forma de la funcion de densidad, tal como la vimos, es de una campana, mientras
gue la forma de la funcion de acumulacion es la siguiente:

Asintota horizontal
eny =1 porque
nunca llegas a
acumular 1 sila
funcion esta
evaluada hasta +o0

U

En la media se acumula siempre el
50% de la distribucion
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En este grafico la funcidn de acumulaciéon en —co acumula 0, en +c0 acumulalyen u
acumula 0,5.

Propiedades de la distribucidon normal:

Pasan bajo la curva de cualquier distribucidon normal sin importar la media
o el desvio que tengan:

Propiedad de 1 desvio:

f(x)

Lo que me esta indicando el grafico es que siempre entre i, — O (como limite
inferior) y u, + o (como limite superior) se va a acumular el 68,3% de la distribucidn,
para cualquier media y cualquier desvio (siempre y cuando se trate de una distribucién
normal).

Por ejemplo:

X~N(u=50;0=3)

53
F(x) = f(x) = 0,683

47

Propiedad de 2 desvios:

f)

— Uy —20 My uxl + 20 +00
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Sin importar el valor de la media y del desvio, si sigue una distribucién normal, entre la
media y dos desvios para la izquierda y para la derecha se acumulara el 95,4%

Propiedad de 3 desvios:

f(x)

—00  u,—30 Hx 1, + 30 +©

Por ejemplo:

X~N(u=50;0=3)

59

F(x) = f(x) =99,7%
41

Problemas inversos de tabla

Tenemos un problema inverso de tabla cuando conozco cuanto se acumula entre los
limites, pero no el valor de uno de ellos.

Por ejemplo:

Suponemos que tengo la informacion de que una variable sigue una distribucién
normal con una media igual a 50 y un desvio igual a 3 y yo quiero saber cual es el valor
tal que acumula por ejemplo un 80% de la probabilidad.

]c(x) X~N([,l=50;0'=3)

P(X < b) = 0,80

F(X) = [”_f(x)dx = 0,80
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